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Résumé :

Les graphes 2-intervallaires, généralisation des classiques graphes d’intervalles, ont récemment fait
I’objet de I’attention des bioinformaticiens, pour I’étude et la comparaison de structures secondaires
de I’ARN.

Nous synthétisons tout d’abord les connaissances sur cette classe de graphes, puis les manieres
d’utiliser la théorie des graphes afin de résoudre le probleme de recherche de plus long motif de
2-intervalles respectant certaines contraintes, en améliorant au passage la complexité de quelques
algorithmes. Nous prouvons de plus I’inclusion stricte de la classe des graphes 2-intervallaires équi-
librés dans celle des graphes 2-intervallaires. Enfin, nous étudions un autre objet, restriction des
ensembles de 2-intervalles, et qui a aussi bénéficié d’une attention récente de la part des bioinforma-
ticiens, les séquences arc-annotées, afin de présenter un algorithme de génération exhaustive et des
formules de dénombrement.

Mots-clés : théorie des graphes, bioinformatique, ordonnancement, 2-intervalles, séquences arc-
annotées, recherche de motifs, stable maximum.
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Chapitre 1

Introduction

De nombreux problemes peuvent étre modélisé€s a 1’aide de graphes, et résolus en utilisant des ou-
tils ou propriétés classiques de théorie des graphes. En particulier, la classe des graphes d’intervalles,
ou chaque graphe correspond a un ensemble d’intervalles de la droite des réels (chaque noeud repré-
sentant un intervalle et chaque aréte reliant deux noeuds dont les intervalles associés s’intersectent),

a été bien étudiée [ , ] : les nombreux algorithmes efficaces disponibles sur cette classe
permettent de résoudre des problemes d’ordonnancement [ ] ou d’archéologie [ ], voire
des énigmes policieres [ ].

La bioinformatique (prédiction de structure secondaire ou recherche de motifs dans un ARN) et
I’ordonnancement (de couples de taches) ont motivé 1’étude d’une classe plus générale que celle des
graphes d’intervalles : les graphes 2-intervallaires, dont chaque noeud est associé a un 2-intervalle
(c’est a dire une union de 2 intervalles "support" disjoints) relié par une aréte a un autre ssi ces deux
unions d’intervalles ont une intersection non vide.

Toutefois, les algorithmes sur cette classe de graphes sont plus compliqués, la reconnaissance des
graphes 2-intervallaires étant par exemple NP-complete. La distinction des 3 cas possibles quand
I’intersection de deux 2-intervalles est vide, puis le choix d’ajouter ou non une aréte dans le graphe
pour chacun de ces cas, permet de refléter des contraintes biologiques et de définir des classes voisines
parfois plus faciles a traiter. La restriction de support disjoint, c’est a dire imposer que 1’intersection
de deux 2-intervalles soit seulement 1’ensemble vide ou I’un des intervalles support des 2-intervalles
tout entier, permet aussi de se rapporter a des classes de graphes connues et d’utiliser des algorithmes
polynomiaux.

Les informations sur ces diverses classes voisines des graphes 2-intervallaires, exhibées de facon
plus ou moins explicite dans divers articles et theses [ , , , ], sont synthétisées
au chapitre 2. Elles permettent d’utiliser les algorithmes de résolution du probleme de I’ensemble
indépendant maximal sur ces diverses classes, afin de répondre a diverses variantes d’un probleme
de pattern-matching sur les 2 intervalles au chapitre 3. L'utilisation des graphes de cordes permet
notamment d’améliorer la meilleure complexité connue pour I’algorithme de recherche du plus grand
sous-ensemble de 2-intervalles entrelacés parmi un ensemble de 2-intervalles a support disjoint. Dans
les cas ou I’approche par la théorie des graphes n’aboutit pas, 1’utilisation de la programmation
dynamique permet de résoudre certaines de ces variantes.

La prise en compte de la restriction de support disjoint permet de faire le lien avec un autre objet

connu des bioinformaticiens, les séquences arc-annotées [ ], dont le dénombrement selon le
nombre d’arcs ou de lettres est effectué au chapitre 6.
Une autre restriction introduite dans [ ], moins forte que celle du support disjoint, impose

que les intervalles d’un 2-intervalle aient méme longueur. Elle est particulicrement réaliste dans le
contexte de I’étude de I’ ARN ou les intervalles support d’un 2-intervalle correspondent a des portions
complémentaires, et donc de méme longueur. Les graphes 2-intervallaires respectant cette restriction
sont dits équilibrés, et le chapitre 4 prouve que I'inclusion de cette classe dans celle des graphes
2-intervallaires est stricte.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ce mémoire faisant appel a de nombreux outils de théorie des graphes, les prérequis sur ce do-
maine sont rappelés au chapitre 5. L’index et ses liens cliquables dans la version électronique de ce
document' devraient permettre une navigation facilitée entre cette annexe et le reste du texte.

! disponible, ainsi que sa traduction en anglais, sur http://philippe.gambette.free.fr/LIAFA/.


http://philippe.gambette.free.fr/LIAFA/

Chapitre 2

Graphes 2-intervallaires

Les graphes 2-intervallaires permettent de modéliser des problemes de bioinformatique ou d’or-
donnancement. En effet, comme détaillé ci-dessous, un graphe 2-intervallaire permet de représenter
les intersections de couples d’intervalles de réels. Or, un couple d’intervalles permet de modéliser des
taches coupées en 2 dans un probleme d’ordonnancement, des portions similaires d’un brin d’ADN,
des portions complémentaires d’un brin d’ARN ou encore des extraits de partitions musicales pou-
vant étre mis en relation. Apres quelques définitions de base, ces applications sont présentées en
section 2.2. Puis plusieurs classes de graphes voisines des 2-intervallaires sont définies (en introdui-
sant des contraintes naturelles sur les placements relatifs des 2-intervalles) et mises en relation avec
des classes de graphes connues.

2.1 Définitions

2.1.1 Définition des 2-intervalles

Soient deux intervalles de R, I; = [dy, fi] et Iy = [da, f2]. On définit deux relations de compara-
bilité sur les intervalles, la précédence et I’inclusion.

e Sid; < fl <dg < fQ, on dit que I précéde 15, noté I; <[] 1.
e Sidy <dy < fo < fi,ondit que [5 est inclus dans Iy, noté I, C I.
e S’il n’y a ni inclusion ni précédence, on dit que I; et I, sont chevauchants.

Un t-intervalle est un ensemble de ¢ intervalles disjoints [1,...,I; de Rnoté I = ([,...,1;),
avec Iy <[] ... <[] I;. En particulier, un 2-intervalle est I’'union de deux intervalles disjoints d’une
ligne, comme illustré en figure 2.1. Les [} sont appelés intervalles support du t-intervalle. Pour
un ensemble de 2-intervalles {(I¥,I5),1 < k < n}, son support est 'ensemble des intervalles
support de ses 2-intervalles, c’est a dire | J;_,{I}, I}}. On dit qu’un ensemble de 2-intervalles est a
support unitaire si son support est un ensemble d’intervalles de longueur 1. Il est a support disjoint
s’il est a support unitaire et que de plus son support est un ensemble d’intervalles disjoints : on
peut alors considérer les intervalles comme de simples points. On se retrouve dans le domaine des
séquences arc-annotées, et on peut alors appeler les 2-intervalles des arcs et leurs intervalles supports
des extrémités. Ces variantes sur le support sont illustrées en figure 2.1. L’intervalle [d;, f>] est appelé
Uintervalle couvrant du 2-intervalle ([dy, f1], [da, f2]). Par extension, on dira que [min{d; }, max{ f/}]
est I'intervalle couvrant de la famille de 2-intervalles {[d;, f:], [d}, f!]}.

2.1.2 Relations entre 2-intervalles

Deux 2-intervalles I = ([, [z) et J = (Jy, J2) sont disjoints s’ils ne s’intersectent en aucun
point : (I; U I5) N (J; U J3) = (). Dans ce cas ils peuvent étre [ ]:
— en ordre de précédence : [ < Jsily <[} Iz <[} J1 <[} Ja.

9
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I3 It I3
ABNE It I® 1] 5
1 1 fa e L =l NN
P 1—T T T T T

] I?

(a) (b) (©) ()
FiG. 2.1 — Le support d’un ensemble de 2-intervalles peut étre sans restriction (a), unitaire (b), ou

disjoint (c). Dans ce dernier cas, les intervalles du support peuvent étre considérés comme des points
(des entiers), reliés par des arcs (des couples d’entiers), on parle alors de séquences arc-annotées (c’).

—emboités : I C Jsi [y <) J1 <[] J2 <[] L.
— entrelacés : [ () J (parfois aussi noté > [ ], x [ ]) si I et J ne sont ni en ordre de
précédence ni emboité€s (c’est a dire si Iy <[} Jy <[] [z <[ J2ouJy <) 1 <[] J2 <[] L2).

2

S

’4
%if _}1_‘;33 Jﬁ_ﬁ_r' I
1 1 2 1 2 2 1 2

FiG. 2.2 - Un ensemble de 2-intervalles. I*, 1% et I® sont 2 a 2 disjoints, et I' < I3, I C 1%, I' () 2.
Les intervalles 2 et I} sont chevauchants.

Si au contraire leur intersection est non vide, on peut noter / —~ J .

I ~ 12 I'<1?
Pt g

1 1 2
N 7YY

FiG. 2.3 — Récapitulatif des 4 types de positions possibles pour deux 2-intervalles.

2.1.3 Définition des graphes 2-intervallaires

A partir d’un ensemble de t-intervalles {I*, ..., I"} on peut définir le graphe t-intervallaire sui-

vant :

— les noeuds représentent les ¢-intervalles I°. '

— (I*, V) est une aréte du graphe ssi 3k, 1 € {1,...,t}/I; NI} # 0, c’est a dire que I' ~ 7, les
deux t-intervalles I° et I7 ont un de leurs intervalles qui se chevauchent ou sont inclus 1’un dans
’autre.

Les graphes 1-intervallaires sont les classiques graphes d’intervalles. On dit qu’un ensemble de ¢-
intervalles correspondant a un graphe ¢-intervallaire en est une réalisation. Un exemple de graphe
2-intervallaire est donné en figure 4.2(a), avec deux réalisations possibles en figure 4.2(b) et (c).

Les classes de graphes t¢-intervallaires sont des classes de graphes d’intersection, c’est a dire des
graphes définis en associant des ensembles aux noeuds, et ou les arétes signifient que les ensembles
ont une intersection non vide. Nous rencontrerons tout au long de ce rapport d’autres exemples de
tels graphes : les graphes de permutations, de cordes, trapézoidaux, de trapézoides circulaires, d’arcs
circulaires. . .

Le nombre intervallaire d’un graphe G est le plus petit entier positif ¢ tel que GG est un graphe

t-intervallaire. Ce nombre est bien défini, puisque tout graphe GG de degré maximum d est un graphe
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d-intervallaire : chaque aréte (v, v’) correspond a I’intersection d’un intervalle support du d-intervalle
associé a v intersectant un intervalle support du d-intervalle associé a v/, et n’intersectant aucun autre
intervalle.

De méme, on peut définir un graphe de t-unions, ou de t-pistes :

— les noeuds représentent les ¢-intervalles I°. ‘

— (I*, I7) est une aréte du graphe ssi 3k € {1,...,¢}/I; NI} # 0.
Un graphe de ¢-unions est donc une union de ¢ graphes d’intervalles, et I’ensemble des graphes de
t-unions est une sous-classe de celle des graphes t¢-intervallaires. On peut considérer ces graphes

comme les graphes d’intersection de projections sur les axes de parallélépipedes aux cotés paralleles
aux axes, comme illustré dans la figure 2.4 pour le cas ¢t = 2.

lz

1

HE oy

1’1: R1 \v

!1 /
Vz

a) b)

Fic. 2.4 — Un ensemble de rectangles et I’ensemble des intervalles associés aux cotés (a), et le graphe
de 2-unions correspondant (b) : chaque sommet v; correspond au 2-intervalle (I, I3), c’est a dire au
rectangle R;.

Si de plus on impose que pour tout 2-intervalle, le premier ait pour longueur x € N et le second
y € N, et que les deux aient des bornes entieres, on parle pour les graphes associés de graphes
(x,y)-intervallaires et de graphes de (x, y)-unions.

On peut par exemple remarquer que les graphes 2-intervallaires d’ensembles de 2-intervalles a
support disjoint sont exactement les graphes (1,1)-intervallaires. Ce sont aussi exactement les graphes
adjoints (voir la propriété 6).

2.2 Motivations

2.2.1 2-intervalles et ordonnancement

L’ ordonnancement consiste a affecter des dates de début et de fin d’exécution de taches sur une
ou plusieurs machines, qui ne peuvent chacune traiter qu’une tache simultanément. En particulier,
quand les taches sont coupées en deux (pour une raison quelconque, en particulier dans le domaine
de radars, ou une tache liée a I’émission d’un signal précede toujours une tiche liée a sa réception), on
peut considérer ces bitdches constituée d’une tache 1 et d’une tache 2 comme un couple d’intervalles :
([dy, f1][ds, f2]), ou d; est 1a date de début de la tiche i, et f; sa date de fin. Un ordonnancement de bi-
taches sur une seule machine est un stable dans le graphe 2-intervallaire correspondant [ ].
Nous verrons en section 3, comment trouver le stable maximum dans un graphe 2-intervallaire, c’est
a dire optimiser le nombre de bitdches sur une machine. De plus, trouver le nombre minimal de ma-
chines pour exécuter un ensemble de bitaches correspond a un probleme de coloration sur le graphe
2-intervallaire.
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2.2.2 2-intervalles et ADN

L’ADN est le support de I’information génétique, situé dans le noyau des cellules. Elle se présente
sous forme d’une double chaine de nucléotides, c’est a dire des constituants moléculaires de base,
de 4 types différents : A, C, Get T [ ]. Les deux chaines contiennent la méme information
puisqu’elles sont complémentaires, c’est a dire que les nucléotides A, C, G et T d’un brin sont liées
respectivement aux nucléotides T, G, C et A du second brin, et c’est a partir de cette information et du
code génétique que sont construites les protéines. Ainsi, on peut évaluer la similarité de deux ADN
en comparant simplement la chaine de caracteres constituée par la suite de nucléotides d’un brin du
premier aux chaines de caracteres constituées par la suite de nucléotides des deux brins du second, et
en choisissant la similarité maximale parmi les deux trouvées.

Dans le cas ou les séquences sont assez semblables, un algorithme classique de programmation
dynamique permet de les aligner. Il faut étre plus subtil dans le cas d’ADN ayant subi d’importantes
restructurations (transposition, quand un bloc est déplacé, éventuellement suivie d’une inversion,
quand un bloc subit un changement de sens, et de brin d’ADN, lors du recollement). En représentant
un ADN de ¢ nucléotides par I'intervalle [0, c], le i-iéme nucléotide étant codé par I'intervalle [i—1, 3],
on peut modéliser chaque portion d’ADN par un intervalle.

Ainsi, pour toute portion assez longue d’ADN similaire (ou presque complémentaire, et de sens
contraire) dans les deux chaines comparées, on considérera les deux intervalles correspondants comme
un 2-intervalle [ ]. La recherche de telles séquences répétées peut s’effectuer en O(t log(t)), ¢
étant le nombre de nucléotides de I’ ADN, a I’aide de I’ algorithme de Karp-Miller-Rosenberg [ ].
Une fois que I’on a obtenu un ensemble assez grand de tels 2-intervalles, on en recherche un sous-
ensemble, de taille maximale, constitué uniquement de 2-intervalles sans point commun (afin qu’un
bloc d’un ADN corresponde bien a un et un seul bloc dans I’autre ADN). Ceci se rapporte a une re-
cherche de stable max dans un graphe de 2-unions, une sous-classe de graphes 2-intervallaires définie
en section 2.1.3.

2.2.3 2-intervalles et ARN

I’ARN est une molécule permettant de passer I’information génétique du noyau des cellules, ou
elle est enregistrée dans I’ADN, vers leur cytoplasme, ou elle dirige la création des protéines. C’est
le dogme central de la biologie moléculaire : il y a transcription de I’ ADN en ARN, puis traduction
de I’ARN en protéine.

L’ ARN est une chaine de nucléotides comme 1’ ADN, sauf que le nucléotide T est remplacé par
U (aussi complémentaire de A), et que la chalne est constituée d’un seul brin (I'ARN, qui sert de
messager, n’a pas besoin de se dupliquer comme I’ ADN). Des portions complémentaires du brin ont
tendance a se replier I’une vers ’autre afin de se lier.

Ces rapprochements de portions complémentaires d’ ARN peuvent €tre visualisés sur sa structure
secondaire, qui les représente de fagon planaire, comme sur I’exemple de la figure 2.5. Deux ARN
sont similaires si leur structure secondaire est similaire. On peut, tout comme avec I’ADN, modéliser
chaque rapprochement de blocs d’ARN complémentaires par un couple d’intervalles [ , ].
Ainsi, la position respective des 2-intervalles correspond a la structure secondaire de I’ARN. Le
probléme de déterminer les rapprochements valides parmi une liste de portions complémentaires
pour obtenir une structure secondaire planaire se rapporte donc a une recherche de stable sur un
graphe 2-intervallaire, comme détaillé en section 3. De plus, si I’ARN ne présente pas de pseudo-
noeud', on peut remarquer que les 2-intervalles correspondants sont tous en relation de précédence
ou d’emboitement.

! Un pseudo-noeud correspond a I’appariement entrelacé de quatre nucléotides, c’est a dire qu’il existe quatre positions
1 < j < k <l dans la chalne d’ARN, telles que le i-ieme nucléotide est apparié¢ avec le k-ieme et le j-ieme avec le
l-ieme [ s ].
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FIG. 2.5 - La structure primaire de I’ ARN est une chaine de nucléotides (a). Des portions complémen-
taires et retournées définissent des 2-intervalles. Certains 2-intervalles, I, I? et I3, correspondent a
des blocs effectivement face a face au sein d’une méme hélice de la structure secondaire. La struc-
ture secondaire de I’ARN (b) permet de le représenter de fagcon lisible tout en donnant de bonnes
informations sur sa structure géométrique. Elle est décomposable en plusieurs éléments : boucles
terminales, boucles multiples et tiges, elles-mémes composées d’hélices (les portions appariées qui
correspondent aux 2-intervalles), renflements, et boucles internes.

2.2.4 2-intervalles et analyse musicale

En introduisant une nouvelle conception de 1’analyse musicale appelée analyse transformation-
nelle, David Lewin [ ] définit en particulier deux relations possibles entre des ensembles de
notes consécutives : la transposition et 1’inversion. Ces relations se fondent uniquement sur les hau-
teurs de notes (qu’on peut considérer comme des éléments de Z /127, pour chacun des 11 demi-tons
différents, modulo les octaves). La premiere met en relation deux ensembles de notes consécutives
ssi le second est constitué de la transposition d’un nombre constant de demi-tons (compris entre O et
12) des notes du premier. Une représentation géométrique permet de définir plus ais€ément la seconde
relation : en dessinant les 12 demi-tons sur un cercle, deux ensembles de notes sont en relation d’in-
version ssi I’ensemble des hauteurs de I’un est symétrique a celui des hauteurs de 1’autre par rapport
a un des diametres du cercle.

En exhibant de telles relations dans une partition de musique, on définit donc des 2-intervalles
dont les intervalles support sont constitués des ensembles de notes en relation de transposition ou
d’inversion. Une collaboration avec Yun-Kang Ahn, qui réalise en stage de master a 'IRCAM un
logiciel pour la détection assistée et automatique de ces 2-intervalles, permettra de déterminer si la
recherche du plus grand sous-ensemble de 2-intervalles disjoints (qui correspond a la recherche du
stable maximum détaillée en section 3), en respectant éventuellement certaines contraintes usuelles
pour les 2-intervalles disjoints, permet d’exhiber une certaine structure de I’oeuvre en sélectionnant
uniquement des relations significatives entre ensembles de notes consécutives.
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FiG. 2.6 — Représentation cyclique de 1’échelle chromatique (a) afin de faire apparaitre une relation
d’inversion et de transposition (c) dans le Klavierstiick III de Karlheinz Stockhausen (b).

2.3 2-intervallaires et classes apparentées

2.3.1 Une sous-classe connue, les graphes d’intervalles

Pour un état de I’art sur le sujet, on pourra se référer au chapitre 8 du livre de Martin Golum-
bic [ ], au cours de Thérese Biedl [ ], ou a la synthese d’ Andrds Gyérfas [ ].

2.3.2 Les graphes R-2-intervallaires

Certains des problemes pratiques cités en section 2.2 imposent des conditions sur les 2-intervalles
disjoints solutions. Par exemple, en ce qui concerne la structure secondaire de I’ ARN, les 2-intervalles
associés aux hélices dans la chaine de nucléotides, qui sont disjoints, sont le plus généralement uni-
quement en relation < ou [C. En effet, ceci est dii a la structure secondaire de I’ARN qui fait alterner
des boucles et des hélices, ces dernieres se trouvant donc soit en relation de précédence, soit emboi-
tées. Pour ramener tout de méme ce probleme a la recherche d’un stable maximum sur un graphe,
on peut définir une nouvelle classe de graphe proche des 2-intervallaires ou 1’on place un aréte entre
deux 2-intervalles non disjoints, mais aussi entre deux 2-intervalles placés en relation ().

Pour prendre en compte toutes les combinaisons de contraintes possibles, on définit donc les
graphes R-2-intervallaires (et on définit de facon similaire les [2-(1,1)-intervallaires, on parlera par-
fois de graphes R-. . .-intervallaires pour évoquer simultanément les 2 types de classes) :

— les noeuds représentent les 2-intervalles I°.

— (I', IV) est une aréte du graphe R-2-intervallaire ssi il existe une relation R € R C {—~, <,C

.0} telle que I' R I ou IV R I'.

Remarquons que si un graphe est un graphe R-. . .-intervallaire, alors son complémentaire est un
graphe ({—~, <,C, (}\R)-. . -intervallaire.

Certaines des classes de graphes R-2-intervallaires, et surtout R-(1,1)-intervallaires sont en fait
des classes bien connues. Ces relations sont indiquées dans le tableau de la figure 2.7, et détaillées
ci-dessous. Elles seront utiles notamment pour la résolution du probleme 2-1P, de recherche du plus
grand sous-ensemble de 2-intervalles vérifiant certaines propriétés, abordé dans la section 3.

Remarquons qu’aucune classe de graphes R-(1,1)-intervallaires ne contient I’ensemble de tous les
graphes. En effet, I’opération qui consiste a déduire pour un certain R le graphe R2-(1,1)-intervallaire
non étiqueté a partir d’une séquence arc-annotée aux arcs non étiquetés est surjective, c’est a dire :

|{graphes R-(1,1)-intervallaires 2 n sommets non étiquetés}| < AA(n),

ol AA(n) est le nombre de séquences arc-annotées a n arcs non étiquetés. Or, pour n au voisinage
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R R-2-intervallaires Reconnaissance R — (1,1)-intervallaires Reconnaissance
{~ 0, <0} = cliques linéaire = cliques linéaire
1] = stables linéaire = stables linéaire
{~} = 2-intervallaires, cf. section 2.3.4 NP-complet = (1-1)-intervallaires linéaire
D arbres, adjoints, intervallaires = adjoints [ ]
{C,<,0} NP-complet polynomial
(complémentaire)
{~,C} D cycles, bipartis complets, ?
de permutation, cf. section 2.3.5
{<.0} ? ?
{~,<} ? ?
.0 ? 7
{~, 0} C graphes de trapézoides ? = graphes de cordes, polynomial,
circulaires, cf. section 2.3.7 cf. section 2.3.6 [ ]
{<.C} polynomial
(complémentaire)
{~,C, <} polynomial
(complémentaire)
{0} C graphes de croisement de trapé- ? = graphes de cordes, polynomial,
zoides circulaires, cf. section 2.3.8 cf. section 2.3.6 [ ]
{—~,,0} = graphes d’intervalles linéaire = graphes d’intervalles linéaire
(des intervalles couvrants) [ , ] (des intervalles couvrants) [ , ]
{<} C graphes de comparabilité polynomial C graphes de comparabilité polynomial
(de la relation <) (complémentaire) (de la relation <) (complémentaire)
{~, <, 0} = graphes trapézoidaux, polynomial = graphes de permutation, linéaire
cf. section 2.3.9 [ ] cf. section 2.3.10 [ ]
{C} C graphes de comparabilité polynomial = graphes de permutation, linéaire
(de la relation ) (complémentaire) cf. section 2.3.10 [ ]

FiG. 2.7 - Les classes de graphes R-. . .-intervallaires. Remarquons que la 2i-ieme classe (selon 1’ordre
des lignes) correspond a la classe complémentaire de la (2i — 1)-ieme. Les diverses variantes du
probleme 2-IP au chapitre suivant se rameneront ainsi chacune a un probleme de recherche de la
clique max sur la 2i-ieéme classe, ou du stable max sur la (2 — 1)-ieme.
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de 400, en notant g(n) le nombre de graphes non étiquetés a n sommets, on a :

n(n—1)

g(n) ~ 2—— , d’apres la section 5.2.10.

{ AA(n) < (2");—2,%1 , d’apres la section 6.1,

(2n)127 1
Or — 4 = (nﬁﬁ),i_z,) — 0, quand n — +o0, donc AA(n) = o(g(n)).
2 2 2

2

n!

Ainsi, pour n assez grand (on peut méme préciser pour n > 16 grace a la figure 2.8), il existe un
graphe a n noeuds qui n’est pas [2-(1,1)-intervallaire.

33

30 T alog, (AA(N)) 7
28 0
2 ¢log, (g(n)

23
20
” a/ .
1
15 = L
13 a4 .
1(8) o / :
5 = :
3 B = / :
0 T

T T T T T T
12 3 45 6 7 8 9101112131415161718”

I

™

FiG. 2.8 — Croissance comparée du nombre g(n) de graphes non étiquetés a n noeuds avec AA(n),
le nombre de séquences arc-annotées a n arcs non étiquetés : on en déduit que pour tout n > 16, il
existe un graphe a n noeuds qui n’est pas [2-(1,1)-intervallaire.

2.3.3 Eclatement de séquences arc-annotées

Considérons maintenant une opération sur les séquences arc-annotées utile ci-dessous dans 1’ana-
lyse des classes de graphes [R-(1,1)-intervallaires : I’éclatement des extrémités communes a plusieurs
arcs. Cette opération, appliquée sur toutes les extrémités communes a plusieurs arcs de la séquence,
permet de passer d’une séquence arc-annotée quelconque a une séquence arc-annotée a arcs disjoints :

— soit en transformant la relation —~ en () : éclatement(—~—{)).

— soit en transformant la relation —~ en [ ou < : éclatement( ~—L, <).

Détaillons ces opérations, illustrées en figure 2.9. Soit la séquence arc-annotée définie comme
un ensemble de 2-intervalles unitaires a support disjoint Z = {I* = ([ig, i, + 1], [i}, i} + 1]), 1 <
k < n}. Sans perte de généralité, on considere que le support de Z est de la forme {[0, 1],[2, 3], ...,
[2p, 2p+1]}. Soit [, 7+ 1], une extrémité commune a un ensemble de m arcs, ensemble qu’on appelle
7. On peut distinguer ces arcs selon le fait que [¢, 7 + 1] en est une extrémité droite ou gauche : Z; =
{([ig, i+ 1], [1,0 +1]),1 < & < 1} O{([d, ¢ + 1], [ig, i + 1]), 1 + 1 < k < m}, avec les i), rangés
par ordre croissant : k < [ < iy < 4.

L’éclatement(—~+—()) de [i, 7+ 1] consiste a transformer Z; en { ([zk, zk +1], [i+2(m—1—1+k),i

2(m—1—-1+k)+1]),1 < k < BU{([i+2(k—1-1),i+2(k—1—1)+1], [ix, i +1]),I+1 < k < m}

L’ éclatement(—~—0, <) de [¢,7 + 1] consiste a transformer Z; en {([zk, ik + 1,0+ 2(01 — k)i +
20—k)+1]), 1 <k <BU{([i+2(0+m—k),i+2(l+m—k)+1], [ig, i+ 1]), I +1 < k <m}.

On obtient donc les lemmes suivants :

Lemme 1. Une séquence arc-annotée et le résultat de I’éclatement(—~—()) de I’ensemble de toutes
ses extrémités ont le méme graphe { —~, (}-(1,1)-intervallaire, {<, " }-(1,1)-intervallaire, { ~, <, ()}
(1,1)-intervallaire, {}-(1,1)-intervallaire, { ~, C, ( }-(1,1)-intervallaire, et {<}-(1,1)-intervallaire.
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FIG. 2.9 - Une séquence arc-annotée (a), le résultat de I’éclatement(—~—()) de I’extrémité [8, 9] (b), et
le résultat de I’éclatement(—~ —, <) de I’extrémité [8, 9] (c).

Lemme 2. Une séquence arc-annotée et le résultat de 1’éclatement(—~—<,) de ’ensemble de
toutes ses extrémités ont le méme graphe {()}-(1,1)-intervallaire et le méme graphe { ~, <, C}-(1,1)-
intervallaire.

Ces lemmes permettent donc de travailler seulement sur des séquences arc-annotées a arcs dis-
joints lors de I’étude de diverses classes de graphes R-(1,1)-intervallaire. Le fait que les arcs soient
disjoints permet de nombreuses simplifications (on peut le voir en particulier en section 6.1 a propos
du dénombrement de ces objets) ainsi que des liens plus visibles avec d’autres objets comme les
permutations (en section 2.3.10) ou les intervalles chevauchants (en section 2.3.6).

2.3.4 Classe des 2-intervallaires
Théoreme 1. | Pour t > 2, reconnaitre qu’un graphe est t-intervallaire est NP complet.

Théoreme 2. [ ] Un graphe G est un graphe t-intervallaire, pour t > [%W ou A(G) est
le degré maximum de G.

Propriété 1. / | Les arbres sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. On peut en effet construire pour tout arbre une réalisation en 2-intervalles en utili-
sant I’'idée suivante : pour chaque noeud-pere dans 1’arbre, 1’intervalle support droit du 2-intervalle
correspondant intersecte tous les intervalles supports gauche, disjoints deux a deux, des 2-intervalles
correspondant a ses fils. Trotter et Harary précisent qu’un arbre est un graphe d’intervalles ssi c’est
une chenille (c’est a dire qu’en supprimant toutes les feuilles, on obtient un chemin). [

Propriété 2. [ ] Les graphes d’arcs circulaires, c’est a dire les graphes d’intersection d’arcs du
cercle unité, sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. On peut obtenir directement les 2-intervalles a partir des arcs circulaires en suivant
I’'idée de construction suivante : on choisit un point du cercle ou on coupe tous les arcs contenant
ce point, puis on projette depuis ce point tous les arcs circulaires sur une droite afin d’obtenir des 2-
intervalles (les arcs déja coupés) ou des intervalles, enfin on coupe en deux les intervalles pas encore
coupés. [

Propriété 3. | Les graphes planaires extérieurs, c’est a dire les graphes planaires ayant tous
leurs sommets autour d’'une méme face, sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Tout graphe planaire extérieur est I’'union de deux graphes d’intervalles, c’est a dire
un graphe de 2-unions, donc un graphe 2-intervallaire. [

Propriété 4. [ ] Les graphes planaires de degré maximum inférieur ou égal a 4 sont des
graphes 2-intervallaires.
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Propriété 5. | | Les 2-subdivisions de graphes sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Soit G un graphe a n sommets étiquetés v;, 1 < i < net G’ sa2-subdivision, obtenue
en ajoutant les nouveaux sommets étiquetés v;, n < i < n + 2|E|. Construisons une réalisation 2-
intervallaire de G :
— atout sommet v; de G N G’ on associe le 2-intervalle ([44, 47 + 1], [47 + 2, 44 + 3]).
— tout sommet v; de G'\G étant relié a un sommet v, € G NG’ et vy; € G'\G, on lui associe
le 2-intervalle (I;, [4min(j,[),4min(j,l) + 3]), ot I; est un intervalle intersectant seulement
Iintervalle [4k, 4k + 1], et de longueur T dearé(oy) Pl exemple.

]

Propriété 6. [ | Les graphes adjoints sont des graphes 2-intervallaires.

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe, avec V = (vy,...,v,) et G’ = (E, E’) son graphe
adjoint. On peut construire une réalisation 2-intervallaire de G’ directement en "associant un inter-
valle a chaque sommet de G" : a toute aréte e = (v;, vj), avec ¢ < 7, on associe le 2-intervalle
([2i,2i + 1], 24,27 + 1]). 0

1
in |

Propriété 7. [ ] Le nombre intervallaire du graphe biparti K, ,, est |

Ainsi, K3 5 est un graphe 2-intervallaire, mais pas K3 .

Coloration sur les graphes 2-intervallaires

Ce probleme est utile pour les ordonnancements de taches coupées en 2 : le nombre chromatique
du graphe 2-intervallaire correspond au nombre de machines nécessaire pour traiter les taches.

Théoreme 3. | | Trouver le nombre chromatique d’un graphe 2-intervallaire est NP-complet.

En effet, ce probleme est déja NP-complet sur la classe des graphes adjoints, par réduction immé-
diate du probleme de 1’index chromatique.

Stable maximal sur les graphes 2-intervallaires

Ce probleme est étudié de fagon détaillée en section 3, il est NP-complet.

Autres problémes sur les graphes 2-intervallaires

On trouve en annexe de la these de Stéphane Vialette [ ] une preuve de NP-complétude
de la coupe maximum et de la partition en cliques sur les graphes 2-intervallaires. La domination
y est NP-complete d’apres [ ]. La complexité du probleme de la clique max n’est toujours pas
déterminée, bien qu’on le sache polynomial sur les graphes de 2-unions et NP-complet sur les graphes
3-intervallaires.

2.3.5 Classe des {—~, C}-(1,1)-intervallaires

Les cliques (ensemble de 2-intervalles emboités), les bipartis complets (figure 2.10). sont des
graphes {~, C}-(1,1)-intervallaires, ainsi que les cycles (figure 2.11).

De plus, d’apres la section 2.3.10, tout graphe de permutation est un graphe { }-(1,1)-intervallaire,
d’une certaine séquence arc-annotée, et aussi du résultat de son éclatement(—~—()) d’apres le lemme 1,
qui est une séquence arc-annotée a arcs disjoints, c’est a dire que ses graphes {}-(1,1)-intervallaire
et {~, C}-(1,1)-intervallaire sont isomorphes. Ainsi, tout graphe de permutation est aussi un graphe
{~, C}-(1,1)-intervallaire.

Cherchons maintenant a mieux caractériser cette classe en exhibant de petits graphes interdits.
La hiérarchie des classes de graphes nous indique que la classe des cographes, c’est a dire des
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(a)

FIG. 2.10 — Un graphe biparti complet (a), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe { —~, C }-
(1,1)-intervallaire (b). Pour le construire, on considére qu’il est composé du stable V; = {vy, ..., v, }
et du stable Vo = {v,,11,...,v,}. A chaque noeud v; on associe alors le 2-intervalle I* = (I;, I}),
ot I; = [2i,2i + 1] et I! = [4n — 2m + 2i,4n — 2m + 2i + 1] siv; € Vi, et I; = [2i,2i + 1] et
Il =[2n+42i — 2m,2n 4+ 2i — 2m + 1] siv; € V4.

v, v, 1 PP
Vﬁ‘ ;VS f ’1 Si Si ii iEld 5
V\-—/V 1 1 ) ) I I
5 4 1 2 3 4 5 6

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.11 — Un cycle pair (a), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe {—~,C}-(1,1)-
intervallaire (b). Un cycle impair (c), et I’ensemble de 2-intervalles dont il est le graphe {—~, C}-
(1,1)-intervallaire (d).

graphes sans P, est incluse dans celle des graphes de permutation, donc un graphe non {—~, C}-
(1,1)-intervallaire ne peut €tre un cographe, il a donc P, comme sous-graphe induit. De plus, on a vu
que les arbres, et donc Py, sont {—~, C}-(1,1)-intervallaires, donc tous les graphes a 4 sommets ou
moins sont { ~, C }-(1,1)-intervallaires.

Il est possible de trouver un graphe a 9 sommets qui ne soit pas {—~, C }-(1,1)-intervallaire, celui
indiqué en figure 2.12. La construction de ce graphe est fondée sur le fait que les graphes bipar-
tis complets ont une réalisation assez contrainte : peu de séquences arc-annotées a 6 sommets per-
mettent d’obtenir K33 comme graphe {—~, T }-(1,1)-intervallaire (40 "seulement" sur 384 668). La

FIG. 2.12 — Contrexemple de graphe non-{~, }-(1,1)-intervallaire.

suite d’opérations de génération et de filtrage de séquences arc-annotées, permettant de démontrer
par un programme assez rapide qu’aucune n’est associée a ce graphe, est donnée en figure 2.13.
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) ; Séquences arc-annotées
Sequeqces arc-annotées dont le graphe {—~,C}-
R (1,1)-intervallaire est K__

( 384 668 ] | 40 J v,

Filtrage : le noeud v
associé a l'arc ajouté Ajout d'un arc, quelconque
est de degré 4
(

N, 2 776 ] | 9 600 ] ey
v, v, ) v
Filtrage : vest voisin Ajout d'un deuxiéme arc,
§ de deux noeuds de V, quelconque %
| 560 ] | 241 784 ]
Y Y,
Ve Vv,
% Ajout d'un deumeme i Filtrage : v' est voisin A\Vz
Vv, quelconque, associé de 4 noeuds de V UV Vv,
au nouveau hoeud v’ 2
| 157 824 || 47 752 ]
"4 I
Vl
Filtrage : v’ est voisin . . o
[ de deux noeuds de V, Filtrage : [N(v)nN(v')| = ]
| 11 384 ] | 3240 ]
v e’ v
vl .vrr r
Ajout d'un troisieme arc, Filtrage : v" est voisin
quelconque, associé A5 6 CrE LS Sl L
au nouveau noeud v" T2
[ 1 071 920 ] | 341 040 ]
v N v

v, y s
Filtrage : v est voisin . . , oy
[ de deux noeuds de V. Filtrage : |[N(v')NN(v")| = ]
| 85 648 ) 40 632 ]
4 / v
] '/

Filtrage : [N(v)NN(v"”)| = 2

s

0 J

FiG. 2.13 — Séquence de génération et de filtrage de séquences arc-annotées pour un contrexemple de
graphe non-{—~, C}-(1,1)-intervallaire. Les phases de filtrage servent a réduire le nombre d’objets

a traiter de maniere a éviter I’explosion combinatoire et obtenir un temps de traitement final assez
court (moins d’une minute).
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2.3.6 Classe des {()}-(1,1)-intervallaires et des { ~, () }-(1,1)-intervallaires

Ces classes sont équivalentes a celle des graphes de cordes, ou, pour se rapporter a des intervalles,
a celle des graphes de chevauchement (1’équivalence étant illustrée en figure 5.3).

En effet, soit GG, un graphe {()}-(1,1)-intervallaire a n noeuds. Considérons une réalisati